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JUSTIFIQUE TODAS SUS RESPUESTAS

Pregunta 1.

1. (15 pts.) Dados los puntos A = (1,2) y B = (—1,4), y f : R2 — R? dada por:

f(z y)—{yle ,siy > (x—1)2

2%y L siy < (x—1)2

(a) Estudie la continuidad de f en Ay B.
(b) Estudie la diferenciabilidad de f en A y B.
(¢) Calcule, si existe, la derivada direccional de f en la direccién de d = %(—1, 1)en Ay B.

Resolucién.

(a) Graficamos la regién definida por f(z,y):
Acd irfa el grafico, si tuviera uno.

Continuidad en el punto A: A pertenece a una regién abierta, por lo que existe B,.(A) C (z,y)|y > (z — 1)
Aqui, f(z,y) = y|z|, compuesta por la multiplicacién de dos funciones continuas en su dominio, un polinomio
y la funcién valor absoluto.

Por lo tanto, f(x,y) es continua en A.

Continuidad en el punto B: Debido a la ubicacién de B, no es posible hallar alguna B,(B) que esté to-
talmente contenida en una de las regiones. Por lo tanto, se debe aplicar la definiciéon de continuidad en
ambos casos y verificar si se cumple lo siguiente:

yl[ ,siy>(z—-1)
{mzy ysiy < (x—1)2 = /(B)

lim
(z,y)—B

Por la definicién de f, podemos calcular f(B) = f(—1,4) =4| — 1| = 4.
Para resolver el limite planteado, consideremos una recta tangente a la curva y = (x — 1)? que pase por
el punto B y sélo tenga puntos tales que y < (z — 1)?. La pendiente de esta recta serfa:

Yy =2x—-1) = m=y'(zp)=y(-1)=2(-1-1)= -4

La ecuacién de las rectas que pasan por B es de la forma:

y—yp=mx—x) = y—4d=m(z+1) = y=mx+1)+4

Con eso, proponemos dos casos en la definicion del limite:

Caso (1) cuando m # —4:



(zy=m(z+1)+4)—B | 2%y ,siy < (v —1)2 ’

Caso (2) cuando m = —4:

1 2 siy < (x—1)2 = f(B). m = —4
(wyem(ain s Y (x —1)" = f(B), m

Resolviendo el caso (1), con m # —4:

lim
(z,y=m(z+1)+4)— B

{ym Ly > (x—1)?%

2y Ly <(z—1)°
lm (m(x+1)+4)z] ,z>zp
(zy=m(z+1)+4)—B | 2?(m(z +1)+4) ,z<zp

lim
r——1

(m(x+1)+4)z] —4
?(m(x+1)+4) —4

En este caso, el limite tiende a 4.

Resolviendo el caso (2), con m = —4:

lim 22y, siy<(z—1)% =
(z,y=m(z+1)+4)—B Y Y ( )

l{m 2?(m(z+1)+4),siz <ap=
(z,y=m(x+1)+4)— B

lim 2?(m(z+1)+4) — 4

r—>—1
En este caso, el limite también tiende a 4.

Los tres valores posibles de los limites planteados son iguales a f(B); asi, lo demostramos. Para ello, acota-
remos el limite en: B,.(B) = /((z +1)2 + (y — 4)?) < r.

Por un lado:

ylz[ —4 (1)

|f($7y)_L| = |f(33,y)—4| = ‘{1’21/4 (H)

Por otra parte:
(x+1)2+(y—4)?<r? =
(E+1)?<(@+1)*+(y-4)°<r? =
(z+1)2<r?=@y-4)><r? =

lt+1l<r=ly—4l<r



Para resolver el limite, aplicamos los cambios x = (x+ 1) — 1y y = (y —4) + 4.

Para (I):
[(y = 4) +4][l(z + 1) — 1] — 4|

Sabemos que:
(z+1) -1 <|z+1]+1

Asi, operando y aplicando la desigualdad triangular:
[y =) +4lz+1) -1 =4 <[y =Dz + 1 +dlz+1[+ (y —4) +4 - 4] =
Iy =Dz + 1 +4lz+ 1]+ (y—4)[ <

[(y—D(x+ )| +4lz+1|+|y—4 <
r’+4r +4=4>45r

Para (II), de forma similar:
[(@+1) = 1Py — 4) +4] — 4| =

[z 4+ 12 —2@+1)+1)[(y —4) +4] — 4| =
[+ 1)y —4) 2@+ 1)(y—4) +(y—4) +4c+1)° -8z +1) +4 - 4| =
[+ 1) (y—4) 2@+ Dy —4) + (y —4) +4(z + 1)* = 8(z + 1)| <
|(z+ 1)y —4)| +2/(x+ 1Dy —4)|+ |y — 4| + 4|z + 12+ 8z + 1| <
P2 4+ 4r% + 8 =12+ 6r% + 9r

Con estos dos resultados, podemos ver que:

lylz| — 4] < r? + 5r
|22y — 4] <73 +6r2 + 9r

Tomamos el valor méas grande, en este caso r3 4+ 672 4 9r. Asi, concluimos:

|f(z,y) — L| <73 +60% +9r = M(r)

.. La funcién es continua en el punto B.

(b) Estudiamos la diferencialidad de la funcién en los dos puntos.



Diferenciabilidad de f en A: En A = (1,2), f(z,y) = y|z|. Es propiedad de las funciones polinémicas, y

de aquellas compuestas por estas, que son continuas y diferenciables en su dominio, en este caso en R

Diferenciabilidad de f en B: En este punto debemos aplicar la definicién de diferenciabilidad, y compro-
bar si se cumple lo siguiente:

fen) = F-10- < VoL, [T >
lim =0
(z.y)—B [(z,y) — (=1,4)]|
Reescribiendo el denominador:
o) = F-10- < VoL [T ) >
lim =0
(xy)—B Vi +1)2+ (y —4)2

Calculamos las derivadas parciales en B:

5f _ . Flenthoys) — £(B) _

% - h—0 h
limy, 4|=1+h|-4 _ ] 709 sih>1
- " _45 sih <1
2
limy,__,9 W - _8

Los limites son distintos, por lo que %(B) no existe, por lo que no existen las derivadas parciales.

. Vf(B) no existe, y f no es diferenciable en B.
(c) Estudiamos las derivadas direccionales en ambos puntos:

Derivada direccional en A: Como f(z,y) es diferenciable en A, solo necesitamos obtener las derivadas par-
ciales en este punto:

Oy Smthus) < SB) _ g, 20402
ox h—0 h h—0 n
5y h—0 h h—0 n
Asi,
2
V/(A) = H

dy =< Vf(A),% [_ﬂ >=< m :



Derivada direccional en B: Debemos aplicar la definicién, dada por el siguiente limite:

t—0 t

o _1 ﬁ‘i 1 —1
El punto B = {4],yd_\/§[1}Porlotanto,
_ _%
B"‘td: t2
4+ﬁ

Con esto, podemos reescribir f(B + td) de la siguiente manera:

44+ ) —-1-L| ,sit>0
f(BHd)_{( DN —1-5l sit>

(-1-5)*(4+75) ,sit<0

Tomamos esto, replanteamos y resolvemos el limite anterior:

B+td) — f(B 44+ ) —-1—-L| ,sit>0 24l ,sit>0
i JEHD =SB I ﬂZ‘rZ @' , =lm V2 2 L ,
t—0 t 0 (1= 5)% (44 5) sit <0 190 | S 43t + 55 sit <0

Parat > 0:

Para t < 0:

Como los limites son distintos, la derivada direccional en el punto B no existe.

Pregunta 2.

2. (13 pts.) Sea G = Foh con F : R?> — R de clase C', y h : R® — R? definida por h(x,y,2) =
(u(z,y,2),v(x,y,2)) = (zcosx, 2y — z + 8x). Halle la ecuacieon del a recta tangente a la curva F(u,v) =5
en el punto (1,7), sabiendo que 42+ y — 22 = 2 es la ecuacién de plano tangente a la superficie G(x,y,2) =5
en el punto (0,4,1).

Resolucién.

La ecuacién de la recta tangente a la curva F(u,v) =5 en (1,7) vendra dada por:

1

< VF(L?)a |:1,:_7

|>=0



Como 4z + y — 22 = 2 es el plano tangente a G(x,y,2) = 5 en (0,4, 1), entonces:

4
VG0,4,1) = | 1

-2

Luego, por regla de la cadena y como F es C'.

DG(0,4,1) = DF(h(0,4,1))Dh(0,4,1)

Ahora,

Asi,

= DG(0,4,1)

DG(0,4,1) = VF(1,7)Dh(0,4,1)

Calculamos Dh(z,y, 2):

du du
ox oy
Dh(z,y,2) =
LX) v
ox oy
Evaluando en el punto de interés:
Dh(0,4,1) =

Entonces,

—zsinx

DG(0,4,1) = VF(1,7)Dh(0,4,1)

0

COS ™



(4,1,-2) = VF(1,7)

8 2 -1
oF oF oF oF
(4> ]-7 _2) - (8%(17 7)7 2%(17 7)a E(lv 7) - %(17 7))
Igualando cada componente:
4=28%(1,7)

L= 255(1.7)

2= %(L 7) - %(177)

Tras resolver este sistema de ecuaciones, obtenemos:

%(la 7) = 773

Por lo tanto:

VE(LT) = (3.3)

Como planteamos al principio, la ecuacién de la recta vendrd dada por:

1

< VF(1,7), [:}‘ e

| >=0

Sustituyendo,

IR

7(u_1)+%(v—7)=o —

Bu+34+v—-7=0 —= v=3u=4



Finalmente, la ecuacién de la recta tangente a F(u,v) =5 en (1,7) es v —3u — 4 = 0.

Pregunta 3.

3. (12 pts.) Sean:

yx? st Yy>«x
flz,y) =
r—y? s oy<a?
()= (L,t—1)
g — 5
h(t)=foyg

a) {Es posible utilizar la regla de la cadena para hallar h'(2)?

b) Calcule h/(2)

Resolucién.
a) Sabemos que h(t) = f(g(t))
Para poder aplicar la regla de la cadena y calcular h'(2), g debe ser diferenciable en ¢t = 2 y f debe ser
diferenciable en f(g(2))
t
ty=(=t-1
o= (5t-1)

Sea,
Podemos ver que g es diferenciable en su dominio, ya que estd conformada por polinomios y estos son
diferenciables en todo R, por lo tanto g es diferenciable en t = 2.

Asi,
9(2) =(1,1)
Luego, f diferenciable en g(2) implica que f sea diferenciable en el punto P(1,1)
Sea,
yx? sioy > x?

flz,y) =
r—y? si oy<a?

En el punto P(1,1) debemos aplicar la definicién de diferenciabilidad
lim f(x7y)_f(171)_<vf(171)7($_17y_1)>
(2.9)—(1,1) [|(z,y) = (L, |
Calculamos V f(1,1)

=0

of f(@p+hyp) — f(p)
2L (p) = 1fm L2 T
&r( ) 750 h
Hmhﬁo % — 2
Ty, I oo



Dado que los limites son distintos ﬂ(P) no existe. Por lo tanto, V f(P) no existe y f no es diferenciable

' Oz
en el punto P(1,1) por lo que no se puede aplicar la regla de la cadena.

b. Realizamos la composicién

t
h(t)=fog=f(m=27y=t—1)
£’ si t—1>1%
h(t) =
243 —1 si t-1<b
Esto es,
£t si t=2
h(t) =
245t —1 si t#£2
Finalmente,
h(t) — h(2 2+ 5t-1-1
R'(2) = lim ) ():h'rn 2
t—0 t t—0 t
1 t+5 2 _
tgr(l) 2t >0

Pregunta 4.

4. (10 pts) Halle los extremos de la funcién f(x,y) = 2y + 2* + 22y% + 8y? — 4

Resolucién.

Buscamos los puntos criticos de la funcién f(z,y) por la relacién V f(z,y) = (0,0)

0
%f(x,y) =42% +22y°> =0

)
(Tyf(x, y) = 6y* + 2ya® 4+ 16y = 0

Luego, de (1) tenemos que,
423 + 2292 =0
22(22% +y*) =0
Asi, se obtienen dos ecuaciones
2 =0
222+ =0
Luego, de (B) tenemos que,

6y + 2yz? + 16y =0



2y(3y + 2% +8) =0

Asi, se obtienen dos ecuaciones

2y =0

3y+a22+8=0
De (1) obtenemos,

2r=0—2=0
Sustituimos x = 0 en (2)

6y> + 16y =0 — 2y(3y +8) =0

Asi, obtenemos y; =0 e yo = —%
Y obtenemos los puntos criticos 4 = (0,0) y B = (0,—%)
De (III) obtenemos,

2y=0—=y=0

Susituimos en (1)
22(22%) =0 =2 =0

Volvimos a obtener el punto A.

Luego, de la ecuacién (IV) escribimos:

—22 -8
3

(o (57

(2x2 +z*+64
2x f

Si susituimos x = 0 en (V), volvemos a obtener el punto B.

y+12+8=0—y=

Y sustituimos en (1)

):O—>x:0

Entonces, los puntos criticos de f(x,y) son solamente A y B, tal que,

A= (0,0)
B= (0,—%)



Sabemos que,

3f(x,y) = 4a® + 2ay?

ox

éf(m y) = 6y> + 2ya® + 16y

oy

Entonces,

0 0 _ 9 9
0 0
~ [ = — 4
pe (ay) f(x,y) = 4wy
0 0
I —4
9y <8x) f(z,y) = 4xy

0 0 _ 9

Asi, la matriz Hessiana de f(x,y) es

1222 + 2¢2 dxy
H(z,y) =
4y 12y + 222 4+ 16

Evaluamos H(x,y) en cada punto critico obtenido y calculamos el determinante
Para A = (0,0)

0 0
H(0,0) = =0
0 16

Como det(H(0,0)) = 0 no se puede dar una conclusién sobre el punto A.

Para B = (0,—3%)

5o 2048
H(0,0) = e

0 —16 9

Como det(H(0,—%) < 0 podemos afirmar que B es un punto de silla.
Por lo que f(z,y) no tiene extremos relativos.
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